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Abstract 

Let y be a separated and smooth ^-scheme. We prove that the functor spy_|_, which gives an 
equivalence of categories between overconvergent F-isocrystals and overcoherent F-isocrystals, 
commutes with tensor products. This implies the stability by tensor products of the category of 
F-complexes that split into overconvergent F-isocrystals. In the case of curves, we check that 
the category of holonomic F-complexes is equal to the category of F-complexes that split into 
overconvergent F-isocrystals. So, we get the stability of holonomicity by tensor products over 
curves. 
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Introduction 

Get article s'inscrit dans le long processus de I'obtention, quarante ans apres les premieres tentatives 
exposees par Grothendieck a I'lHES (voir fGroMl), d'une cohomologie /j-adique des varietes algebriques 
sur un corps de caracteristique p satisfaisant les proprietes analogues a celle de la cohomologie etale l- 
adique (avec / un nombre premier different de p) sur ces memes varietes. A cette fin, en s'inspirant de 
la theorie des D-modules en caracteristique nulle (par exemple sur les varietes analytiques), Berthelot a 
construit les D-modules arithmetiques, defini leur holonomie et conjecture la stabilite de I'holonomie par 
les operations cohomologiques usuelles. Quoiqu'il ait etabli leur stabilite par produits tensoriels externes, 
celle par produits tensoriels quelconques (ou « internes »), images directes et images inverses extraordinaires 
reste des conjectures (voir IIBer02[ 6.3.6]). Pour beneficier de coefficients stables, une autre approche a ete de 
definir les D-modules arithmetiques surholonomes ( IIGar05bl ). Par IIGar05bll . la surholonomie est stable par 
images directes, images inverses extraordinaires, foncteurs duaux et done par images directes extraordinaires 
et images inverses. Pour completer la liste, il reste cependant a verifier celle par produits tensoriels. Nous 
nous interessons ici a ce probleme de stabilite. 

Get article se compose comme suit. 

Solent V un anneau de valuation discrete complet d'inegales caracteristiques, de corps residuel parfait 
k de caracteristique p, Y un ^-schema separe et lisse. Quoique cela soit superiiu (pour le cas general, on 
recolle) mais pour simplifier cette introduction, supposons que Y se plonge dans un V-schema formel propre 
et lisse T de fibre speciale P tel qu'il existe un diviseur T de P satisfaisant F = 7 \ 7, ou 7 est I'adherence de 
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Y dans P. On designe par 'Djp{^T)Q, Yanneau des operateurs dijferentiels sur J" de niveau fini a singularites 
surcomergentes le long de T (voir ||Ber96b[ 4.2.5]). En gros, un D-module arithmetique est un module sur 
un anneau de la forme D]p(^r)Q. 

Dans la premiere partie, nous revoyons la construction des produits tensoriels de complexes quasi- 
coherents de D-modules arithmetiques. Nous y verifions leur independance vis a vis des diviseurs. Lorsque 

Y est lisse, d'apres IICar05a[ 2.5], on beneficie du foncteur sp_,_ de la categoric des (F-)isocristaux surcon- 
vergents sur Y , categoric definie par Berthelot dans fBer96al et pBer86], dans celle des des (F-)2)y(^r)Q)- 
modules coherents a support dans Y (la lettre F signifiant que Ton dispose d'une structure de Frobenius). 
Nous etablissons dans la deuxieme partie sa commutation aux produits tensoriels. 

Nous avons defini dans IICar06a[ 6.2.1] (et IICar06dl 2.2.4] pour le cas general), les « F-isocristaux sur- 
coherents sur Y ». Celle-ci constitue une sous-categoric pleine de celle des F-I)y(^r)Q-modules coherents a 
support dans Y . D'apres pCar06d' 2.3.1], on dispose d'un foncteur spy_|_ (canoniquement isomorphe au pre- 
cedent lorsque Y est lisse) de la categoric des F-isocristaux surconvergents sur Y dans celle des F-isocristaux 
surcoherents sur Y . Ce foncteur spy_|_ est d'ailleurs une equivalence de categories. Dans la troisieme partie, 
nous verifions la stabilite des F-isocristaux surcoherents par produits tensoriels. L'idee est d'utiliser le theo- 
reme de desingularisation de de Jong (voir fdJ96]) pour se ramener au cas oii Y est lisse, puis d'utiliser la 
deuxieme partie. Dans une quatrieme partie, on deduit de cette stabilite la commutation (dans le cas general) 
de spy^ aux produits tensoriels. 

Nous etablissons dans la derniere partie la stabilite par produits tensoriels des F-complexes quasi- 
coherents devissables en F-isocristaux surconvergents (voir 15.11) . Dans le cas oii P est une courbe, nous 
prouvons que les F-complexes holonomes sont les F-complexes devissables (voir l5.4l) . II en resulte la stabi- 
lite par produits tensoriels de I'holonomie sur les courbes. 

Notations La lettre V designe un anneau de valuation discrete complet, de corps residuel parfait k de caracte- 
ristique p>0,&e. corps des fractions K de caracteristique 0. De plus, ^ 1 est un entier fixe et F la puissance 
seme de I'endomorphisme de Frobenius. Les modules sont par defaut a gauche. Si £ est un faisceau abelien, 
on pose £q := £ (g)^ Q. Sauf mention explicite du contraire, m est un entier positif fixe. 

En general, les "\7-schemas formels faibles (voir par exemple IMer72i ou IICar06all ) sont designes par 
des lettres romanes surmontes du symbole « t », les V-schemas formels par des lettres calligraphiques ou 
gothiques, les ^-schemas par des lettres romanes e.g., P\ 7, P. De plus, si P^ est un V-schema formel faible, 
y indique le V-schema formel induit par completion /j-adique et P sa fibre speciale (de meme pour des 
relations analogues). 

Si / : P^' P^ est un morphisme de V-schemas formels faibles lisses, par abus de notations, 
et fo ou f : P' —> P seront les morphismes induits. On note dp la dimension de P. Lorsque T et T' sont 
respectivement des diviseurs de P et P' tels que f{P' \ T') C P\T, on note ff, j et fT,T',+ les foncteurs 
image inverse extraordinaire, image directe par / (voir IIBer02[ 3.4, 3.5, 4.3] et IICar06b[ 1.1.5]) a singularites 
surconvergentes le long de T et T'. Si T' = f^^{T), on ecrit ff et /j- ^ ou simplement /' et /+ (car d'apres 
IICar06b[ 1.1.8 et 1.1.9], modulo des foncteurs oublis, ceux-ci sont canoniquement isomorphes). Si X est un 
sous-schema ferme de P, MF^ designe le foncteur cohomologique local a support strict dans X (au sens de 
IICar04bl 2.2.6]) et (^X) le foncteur restriction en dehors de X ( ||Car04b[ 2.2.6]). Pour tout diviseur T de P, le 
foncteur dual Djp(^r)Q-hneaire (voir llVirOOl L3.2] pour la definition des fongteurs duaux) se note Oy.r ou 
IDt-. Le schema formel de base etant toujours Spf V, on note sans ambiguite M'^ le produit tensoriel externe 
(voir ||Ber021 4.3.5]). Si T est I'ensemble vide, nous omettrons de I'indiquer dans toutes ces operations. On 
suppose (sans nuire a la generalite) les ^-schemas reduits. 

Solent A un faisceau d'anneaux sur un espace topologique X. Si * est I'un des symboles +, — , ou b, 
D*{A) designe la categoric derivee des complexes de yi-modules (a gauche) verifiant les conditions corres- 
pondantes d'annulation des faisceaux de cohomologie. Lorsque Ton souhaite preciser entre droite et gauche, 
on precise alors comme suit D*{^A) ou D*{A'^). On note ^coh('^) sous-categorie pleine de D{A) des 



2 



SUR LA STABILITE PAR PRODUITS TENSORIELS DES F-COMPLEXES DE D-MODULES ARITHMETIQUES 



complexes a cohomologie coherente et bornee. 



1. Sur les produits tensoriels de CD-modules arithmetiques 

Soient T un V-schema formel lisse, T un diviseur de P. 

1.1. Nous disposons de la categorie des faisceaux quasi-coherents : LD^ ^^{'I)^^\t)) (voir les notations 
IICar06bl 1.1.3]). Rappelons (voir ||Car06bl 1.1]) que les operations cohomologique de ||Ber021 4.3] peuvent 
s'etendre a la categorie LD^q^^{T)''^\t)) : pour tous £,3" G D^^^{°T)''^'\t)) et M G D^^^{T)^^'\Ty) , on pose 

^®l)!;"(r)^ := Mlim(M;0^(„,^^j £,•)• (1.1.1) 

Pour tous £(*),g-(') GLD^ q^(^=S|;^(r)), M(*' G Lp^ q^(5|p*^(r)'') on pose 

"^''^er,/'' ■= (^^"^^|h(.)£^'"^)-n, (1.1.2) 
^^'^Km/^'^ ■■= (MWg|H(,)£^'"^)™eN, £«0;^(.,)/(-) := (£W®|H(,)3-W)™eN. (1.1.3) 

Pour tout diviseur 7' C T de P et tout £(*) G LD^ ^^{''T)'-'\t')), d'apres IICar06bl 1.1.8], on beneficie du 
diagramme commutatif : 



(^?'(7^)i|H(^,)£^'"^)-eN ^ Oa>(tr)Q0f,^(,,,)^£W (1.1.4) 



On definit alors le foncteur (T, T') := D^^C^r)^®^^ (tr)^"- ^"^^ ^"^^^ £**H'^r, T') := (T, r')(£(''). 
Lorsque T' = 0, on omet d'indiquer T'. Et de meme en rempla9ant « g » par « d ». 

)t 

'Q,qc 



1.2. De fafon similaire a IIBer021 4.2.2], on dispose du foncteur canonique lim : LDq (T)^^\t)) —>■ D{'Dtp{^T)Q). 



Celui-ci induit une equivalence de categories entre ^coh(-^j'(^-^)Q') ™^ sous-categorie pleine deLD^ (Dy^(r)), 



,qc\ 



notee LD'k ^^^{%^;\t)) (voir aBi?02l 4.2.4]) 



Si £(•),:?(•) G LD^^„i,Ca)5p*^(r)), MW G LD^ ^^„f,(D^*^(r)''), en notant £ := lim£W, 3^ := limlFW et 
M := limM^*), on pose 

JmK „ , £:=limMW®lt,+ ^ (1.2.1) 

S^o,OT)/^=li^£'*^^o,(iT)/'*^ ^t^^o.(iT)/ ^=li^M^*'^!9.(tr)/^*'- (1-2-2) 

Remarques 1.3. Soient T' un second diviseur de P, S'*^ G LDQq^(*I'y'(r)). Le morphisme canonique : 
g(»)(tr') ^ g(*)(1'rur') est alors un isomorphisme. 

En effet, d'apres IICar06bl 1. 1.8], on a (^r U T', T) ^ (^r U T') (on omet d'indiquer le foncteur oubli 
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oubT : LD\^^^0^\t)) ^ Lpb q^(S[p*^)). En particulier (cas ou T = T'), g(*) ^ g(*)(^r). De plus, par 
IICar04bl 2.2. 141. {^T')o{^T) ^ ^TUT'). On en tire gW^r') ^ gW(l'rur'). 

Proposition 1.4. SoientT' un second diviseur de P, gW E LD^ q^(*5|p'^(r)), £W G LD^ q^(=5|p'^(r')). 
0/3 dispose de Visomorphisme canonique : 

Demonstration. En utilisant les isomorphismes de ll. 31 on obtient 

S^'^^k/^*^ ^ g(-)(V)S;,,,£«rr')^gC)(^r)^;^(,,)^£W(trO(^r) ^ 

□ 



Remarques 1.5. Soien^ £,3" deux Dj,(^r)(Q-modules coherents 033(^r)Q-coherents. Le morphisme cano- 
nique £ ®OyQ ^^^Oyq^ n'esX pas un isomorphisme (e.g., T / 0, £ = 3" = Oyi^T)^). Par contre, on 



L 

£ 

dispose des suivants 



£ ®o.(tr), ^ £ <(1T)« ^ ^ £®o.(tr)/ ^ £^o.,/> (1-5-1) 

oil le deuxieme isomorphisme, etant evident pour J" = Oy(^T)Q, decoule du lemme sur les foncteurs way-out 
(voir LHar66J). 



2. Commutation de sp^ aux produits tensoriels : cas de la compactification lisse 

Avant de donner les notations de la section, etablissons le lemme suivant. 

Lemme 2.1. Soient f,g:Z'—>-Z deux morptiismes de V-scttemas formels lisses dont les morptiismes 
induits sur les fibres speciales coincident, D un diviseur de Z tel que (D) soit un diviseur de Z'. Pour tous 
£, £' G LD^ ac(-^z' (^))' dispose du diagramme commutatif : 



f (£®|3^_„ £') fe'/z] -7- f imL, /■ (£') 



r'(£0|3^ £')fe'/z]-^g'(£)SL,„g'(£'), 



les isomorphismes de recoUement igj ayant ete definis en fCar05al 2.1.10]. 

Demonstration. On se ramene par construction a I'enonce analogue au niveau des schemas. La verification 
est alors une tautologie : cela resulte de la definition de la m-PD-stratification associee a un produit tensoriel 
de I)'™) -modules et de la construction de x^ y (induit par un des isomorphismes de cette m-PD-stratification 
via le diagramme [ Car05al 2. 1. 1. 1]). □ 

2.2. Soient y un V-schema formel separe et lisse, X un sous-schema ferme de P et T un diviseur de P, 
ii := T \ T , Y := X \ T , j : Y ^ X I'immersion ouverte. On suppose en outre Y lisse sur k. La categoric 
des « F-isocristaux surcoherents relatifs a (y,r,X) » est note F-Isoc^^(y,r,X//r) (voir IICar06a[ 6.2.1]). 
Rappelons que ses objets sont les F-Djp(^r)Q-modules coherents £ a support dans X tels que 

i) £|u soit dans I'image essentielle de spy^j^^ (foncteur de IICar05al ) ; 

ii) £ et Dtt(£) soient D5,(^r)Q-surcoherents (voir IICar04bll '). 



SUR LA STABILITE PAR PRODUITS TENSORIELS DES F-COMPLEXES DE D-MODULES ARITHMETIQUES 



Enfin, les fleches sont les morphismes F-Djp(^r)Q-lineaires. Lorsque le diviseur T est vide, il est omis. Rap- 
pelons que lorsque !P est propre, la condition « Dyj-(£) est Dy(^r)(Q-surcoherent » est inutile (voir IICar06dl 
2.3.2]), cette categorie ne depend que de Y, se note F-Isoc^^(F/^) et Ton dispose d'une equivalence de 
categories spy+ : F-\^,oc\Y /K) ^ F-Isoc'^^ (7/^:) (voir IICar06dl 2.3.1]). 

• Dans la suite de cette section, avec les notations de I2.2[ on suppose X lisse et 73f := T flX est un 
diviseur de X. Ces hypotheses sont celles du « cas de la compactification lisse ». Cette denomination vient 
du fait, que lorsque P est propre, X devient une compactification lisse de Y . 

2.3. Supposons X integre et, conformement aux notations de IICar05a[ 2.5.1], soient {'5'a)aeK un recouvre- 
ment ouvert de T , := Ta n Tp, ^a^y := n Tp n ^y, Xa : = X n Pa, X„p : = X„ nXp et Xap^ : = X^ nXp nX^. 
De plus, on note Ta := m Pa, Ja I'ouvert de Xa complementaire de T , F^p := Fa H Fp, F^py := F^ n Fp n Fy, 
7a : ^ Xct, joip : Fap ^ X„p et joipy '■ iotPY ^ ^apy les immersions ouvertes canoniques. On suppose de 
plus que, pour tout a € A, est affine. 

Pour tout triplet (a, P, y) € A^, choisissons Xa (resp. X^p, Xapy) des V-schemas formels affines et lisses 
relevant Xa (resp. Xap, Xapy), pf' : Xap Xa (resp. : Xap Xp) des relevements de Xap Xa (resp. 
^ap ^p)- 

De meme, pour tout triplet (a, P, y) € A^, on choisit des relevements : Xapy — > Xap, p"!^ : Xapy — > 

Py ^13 • -^apy ^ -^ay, Pi '■ -^apy -^a^ P2 '■ -^apy ^ -^p' P3 '■ -^apy ^ -^y, ^a. '■ ^ a> Map : 
^ap ^ ^ap fit Mapy : Xapy J^apy induisant les morphismes canoniques au niveau des fibres speciales. 

De plus, on note Isoc^'^(F,X, (J'a)aeA/^) la categorie definie comme suit : 

- un objet est une famille (£a)aeA de ©^(^T nXa)Q-modules coherents £«> Ox„(^mXa)Q-coherents, 
cette famille etant munie d'une donnee de recoUement (6ap)a,peA (voir BCarOSal 2.5.2.2]), 

- un morphisme ((£a)aGA, (9ap)a,peA) ^ ((£a)aeA, (9ap)a,peA) est une famille de morphismes /« : 
£a — > £a commutant aux donnees de recoUement. 

Via ((£a)aeA, (9ap)a,peA) ^ {{F*^a)ae\, (^*9ap)a,p£A)> oij F*eap designe la donnee de recoUement 
induite, on obtient une action de Frobenius sur Isoc^^(F,X, (J'a)aeA/^)- 

D'apres IICar05al 2.5.6], on dispose de la categorie Isoc^(F,X, (J'a)aeA/^) definie et munie d'une action 
de Frobenius de fa9on analogue. Par iCar05a[ 2.5.9], les categories Isoc^(F,X, (IPajaeA/^) et Isoc^^(F,X, (J'a)aeA/^) 
sont canoniquement equivalentes. Cette equivalence commute a Frobenius. 

De plus, on designe par Isoc^^(y, T,X/K) I'image essentielle du foncteur sp;^-^^ r + de IICar05al 2.5.10]. 
Lors de la preuve de IICar05a[ 2.5.4] (et avec ses notations), nous avons construit le foncteur XLoc : Isoc^^ (J", T,X/K) ^ 
lsoc^''{Y,X,{'J'a)aeA/K) induisant une equivalence de categories commutant a Frobenius. 

Enfin, on note Isoc^(y, T,X/K) la categorie des 7'^ 0]x[j, -modules coherents munis d'une connexion sur- 
convergente. Cette categorie est canoniquement isomoiphe a celle des isocristaux sur F surconvergents le 
long de T et notee Isoc^(F,X/A') (voir | Ber96a l 2.3.2 et 2.3.7]). Au cours de la preuve de llCar05a[ 2.5.7], on 
a etabli I'equivalence de categories Loc : lsoc\'J',T,X /K) = Isoc^(F,X, {'J'a)aeA/K), celle-ci commutant 
a Frobenius. 

2.4. Avec les notations et hypotheses de l2.3[ nous definissons le bifoncteur produit tensoriel 

- 0- : Isoc"(F,X, iTa)aeA/K) x Isoc"(F,X, {'Pa)aeA/K) ^ Isoc"(F,X, iya)aeA/K), (2.4.1) 

enposant, pour tOUS ((£a)aGA, (0ap)a.peA). ((£a)aeA, (e;p)a,peA) G Isoc"(F,X,(ya)aeA/^), 

((£a)aeA> (9ap)a,pGA) a)cteA) (0ap)ct,peA) •— ii^a.'^Oxg:{^TnXa)Q^a)aeA:i^ap)o.fi€A)j 

5 



Daniel Caro 



ou Q'^p est defini par le diagramme commutatif : 

;??'(8p»Oxp(iTnXp)oep)— ^/'?'(£p)®Ox„p(iTnx„p)Q;'fkep) (2-4.2) 

les isomorphismes horizontaux decoulant de la commutation des produits tensoriels aux images inverses 
extraordinaires (au decalage pres) et de 11.5.11 Pour verifier que ce bifoncteur produit tensoriel a bien un 
sens, il reste a prouver que les isomorphismes 6j^p satisfont a la condition de cocycle (voir MCarOSal 2.5.2]). 
Considerons le diagramme commutatif : 

p/' (fipoSp) — ^T^^-n P2 (£p « £p) — ^ ^"12 (£p)«'/^i2 ^'2 (Sp)— ^P2 (£p)®;'2 (Sp) 

(2.4.3) 

oil, d'apres ||Car05al 2.5.2.1] et avec ses notations, les carres de droite et de gauche sont commutatifs par 
definition. Par 12.4.21 il en est de meme pour celui de milieu. Or, il decoule de 12.11 que les isomorphismes 
composes horizontaux de 12.4.31 sont les isomorphismes canoniques (de commutation des images inverses 
extraordinaires aux produits tensoriels). Avec les deux diagrammes analogues a 12.4. 3[ les conditions de 
cocycle de S^p et Q'^^ entrainent celle de 6^p. A I'avenir, nous nous bornerons a indiquer les arguments pour 
verifier les conditions de cocycle. 

Lemme 2.5. Avec les notations de \2.4[ pour tous £, £' € Isoc^^(T, T,X/K), on dispose de I'isomorphisme 
canonique commutant a Frobenius : 

Loc{E%l^^E'[dxip\) ^ Loc{t)®!ioc[t'). 

Demonstration. Le complexe £(8)q^^£ [^x/p] est a support dans X. De plus, pour tout a G A, on dispose 
des isomorphismes canoniques 



Par ||Car05al 2.5.10], il en resulte que £(8)q,^ ^£'[Jx//>] £ Isoc^^(y,r,X/A'). II reste a present a verifier que 
les isomorphismes l2.5.1l commutent aux isomorphismes de recoUement, ce qui signifie que le diagramme de 
gauche de 



est commutatif (celui de droite Test par |2.4.2| ). La commutativite de son contour decoule de |2.1| □ 
2.6. Avec les notations de l2.3[ de fafon similaire a l2.4.1[ on definit le bifoncteur produit tensoriel 

- 0- : Isoc1"(y, X, (Ta)aeA/^) X Isoc^(y, X, {'ya)aeK/K) ^ Isoc+(F, X, {7a)aeA/K). 

Comme pour 12. 51 on construit alors, pour tous E,E' € Isoc^([P, T,X/K), I'isomorphisme canonique commu- 
tant a Frobenius : 

LociE^jfQ^^^^ E') ^ Loc{E)(^Loc{E'). (2.6.1) 
6 
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LEMME2.7. Avec lesnotations\ZEsoient{{Ea) aeA, (Tlap)a,peA), ((^a)aeA, (Tl[,p)a,p£A) ^ Isoc^(F, X, (Ta)aeA/^)- 
On beneficie de Visomorphisme canonique commutant a Fwbenius : 

sp,((£„,'nap)®(£;,ri;,p)) ^ sp,(£„,'nap)®sp,(£;,ri;,p), 

ou sp^ est le fonctew defini dans iCarOSal 2.5.9]. 

Demonstration. D'apres IICar05al 2.5.9], en notant (£«, 6ap) := sp^(£'a, rio,p) et de meme avec des primes, 
il revient au meme d'etablir I'isomorphisme 

sp*((£a, eccp) (£„, e^p)) ^ sp*(£a, eap) sp*{8,a, ej,p). 

Pour cela, on verifie que les isomorphismes canoniques sp*(£a £«) — ^ sp*(£a) ®sp*(£^) commutent 
aux isomorphismes de recoUement respectifs. □ 

Proposition 2.8. Pour tous E,E' G Isoc^(y, T,X/K), on beneficie de I'isomorptiisme canonique : 

{E')[dx/p] (2.8.1) 

qui commute a Frobenius. 

Demonstration. Le schema lisse X est la somme directe de ses composantes connexes X^, pour r = 1 , . . . , A^. 
En notant E,- les isocristaux de Isoc^ {Y r\Xr,Xi-/ K) = Isoc^(J', T,Xi-/K) induits par E, 

On se ramene ainsi au cas ou X est irreductible. Verifions maintenant que le terme de droite de l2.8.1l est dans 
I'image essentielle de spx^'j>T+- 1^ description HCarOSal 2.5.10], I'assertion est locale en T. On peut 
done supposer T affine. II existe alors un relevement u : X ^ T de X ^ P et spj^^y j- _^ ut^+ o sp^. Or, 
en posant £ := sp^(£') et £' := sp^(£''), par adjonction entre image directe et image inverse extraordinaire 
par u, puis par ll.5.1l et [|Car04b[ 2.1.4], on obtient : 

"r+(£®03:r7»Q£') ^ "r+(£«'Oxrrx)o"T"r+(£')) ^ "7-+(£)«'o,j,(iT)tj"r+(£'))fe/p]- 

On a ainsi prouve que le terme de droite de l2.8.1l est dans I'image essentielle de sp^-^y j- ^. Pour construire 
12.8. 1[ il est alors equivalent d'etablir I'isomorphisme 

ILoc osp^^yj~^+(£(g)^-tO|^j^ E ) — > Jioc{spx^T,T,+ {EWo^^sPx^7j.+ iE )[dx/p])- (2.8.2) 

Or, on beneficie de I'isomorphisme canonique Loc o sp^^y j + ^P* ° ^oc (voir la construction de 
IICar05al 2.5.10]), celui-ci commutant aux actions de Frobenius. Par l2.5[ [2.6. ll et [2771 on obtient alors I'iso- 
morphisme 12.8.21 

□ 

Notations 2.9. Donnons-nous de plus T' un second V-schema formel separe et lisse, X' un sous-schema 
ferme lisse de P', T' un diviseur de P' tel que T^, := T' flX' soit un diviseur de X' . On note Y' := X' \ T^,, 
y := y X r, X":=Xx X', Y" := F x Y', f -.Y' CX' et /' : Y" C X" les inclusions canoniques, p-.T" ^ 
p' : T ^ r, a : X" ^Xeta' : X" X' les projections canoniques, T" := p-^ (T) U p'^^T'). 

Solent E G lsoc^{Y,X/K) et E' G lsoc^(Y',X' /K). On dispose des foncteurs canoniques (notes abusi- 
vement) a* : Isoc"^ {Y,X /K) Isoc"^ {Y" ,X"/K) et a'* : Isoc^Y' ,X' /K) Isoc^Y" ,X" /K) (voir IIBer96al 
2.3.2.2]). On pose £ K £':=«*(£) ®,.„io „ a'*{E'). 

Proposition 2.10. Avec les notations \2.9[ on dispose de Visomorptiisme canonique commutant a Frobe- 
nius : 

spxiic^y T" +{E^E') > spx^yj SPx'-^V T' +{E')- (2.10.1) 
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Demonstration. Notons £ := spx^T r + (^) ^' '■— ^Px'wy t' +(^')- Comme £K1^£' est a support dans X" , 
on obtient 

EM^£.' = p\£,)^l^,,/-{Z')[-dp-dp,] 

^ W}x"P- ^i^rl-y ■ (£') [-dp - dp] 

^Cr")Mr;„;,'(£)0;^„jt7^")Mr^„y!(£O[-Jp-Jp,]. (2.10.2) 
En utilisant simultanement BCarOSal 4.1.2 et 4.1.8], il vient 

(^r")Mr^«p'(£)[-^x'] ^ ^vx»^r'j",+{^*{E)), 

CT")Wr}^„p'\^')[-dx] ^ sp;,„^y,,r,,+(«'*(£')). 
On termine alors en utilisant [Z8l 

□ 



Rappelons la propriete suivante utilisee dans IICar06all : 

2.11 Propriete Pyj. Soit £ G ^coh(^cp(^^)'Q)- que £ verifie la propriete Pyj si £ est I>3pC'"r)Q- 

surcoherent (voir ||Car04b[ 3]) et si pour tout morphisme lisse a : Q — > !P, pour tout sous-schema ferme 
Z C 2, en notant D := a"i(r), DQ,£,Rr^(a^(£)) est T)^C''D)Q-surcoherent. 

Notations 2.12. Avec les notations de|2i9l supposons CP = J". En notant i : X r\X' ^ X, i' : X r\X' ^ X', 
j : Y nY' C X nX' les inclusions canoniques, on designe abusivement par /* : Isoc\Y,X /K) Isoc^(7 fl 
Y',XnX'/K) et /'* : Isoc^(F',X7i^) Isoc^Y HY' ,X nX' /K) les morphismes canoniques (voir IIBer96al 
2.3.2.2]). Onpose£(»£':=/*(£)(g)r,„ /'*(£')■ 

Proposition 2. 13. On garde les notations et hypotheses de \2.12\ 

i) Le complexe spx^T r + (-^)'^0j. t' +(-^') v^nfie la propriete PyjuT' ( voir \2. 1 il) . 

ii) Si XnX' est lisse et {T UT')nXnX' est un diviseur deXnX' (e.g., X = X'), on dispose alors de 
risomorphisme canonique commutant a Frobenius : 

sPxnx'^j>,7-ur,+ (^«'^ ) — ' ^Vx^y.TA^Woy ^^^Px'^yj'AE )[dx +dx' -dxnx' -dp]. (2.13.1) 
Demonstration. Considerons les carres cartesiens : 

Y"^ ^ X"^ ^ 0"' (2. 13.2) 

S 

YhY'^^^xhx'^ — - y, 

ou 8 designe rimmersion fermee diagonale. En appliquant S' a l2.10l on obtient : 

5 (spx"^y",r',+ (^^^')) — ' 8 (sPx^j>,r,+ (^)^ sp;f'^y,r',+ (^')) 

— ' ^Px^J>j,+ (.E)(^Q^^spx'^T.T'AE )[-dp]. (2.13.3) 

Avec IICar06ai 6.1.3 et 6.1.4], on verifie que le terme de gauche de 12. 13.31 verifie Pyjur- D'oii la premiere 
assertion de la proposition. 

LorsqueXnX' est hsse et {TUT')nXnX' est un diviseur deXnX', par [CMQSal 4.1.8], il arrive 

^Pxnx'^9juT',+ iE^E')[-dx-dx'+dxfXK'] ^ {spx"-^9",T",+ {E ^E')). (2.13.4) 
L' isomorphisme |2. 1 3 . 1 1 se construit en composant l2.13.4l et l2. 13.31 

□ 



Sur la stabilite par produits tensoriels des F-complexes de D-modules arithmetiques 



3. Produits tensoriels de F-isocristaux surcolierents 

Nous garderons, jusqu'au paragraphe 13 .41 exclus. les notations suivantes : soient ? et CP' deux "V-schemas 
formels separes et lisses, T (resp. T') un diviseur de P (resp. P'), il (resp. U') I'ouvert de 7 (resp. V) 
complementaire de T (resp. T') etY ^ U (resp. Y' ^ U') une immersion fermee avec Y (resp. Y') lisse. 
On note X et X' les adherences respectives de Y et Y' dans P &i P' , p : 7 x 7' ^ 7 , p' : V x 7' ^ les 
projections canoniques et T" := p^^{T) U p'^^{T'). 

Proposition 3.1. Pourtous 8,8' £ F-lsoc'^\T,T,X/K), on a E^l)^^£'[dx/p] G F-Isoc"(y,r,X/^). 

Demonstration. II decoule de 12. 8 1 que 8.0^^ ^8.'[dx/p]\u. = Sjii'^Oy ^S'lui'^^y/f/] est dans I'image essentielle 

de &PY^ii+- Ilreste aprouver que £<8)q 8'[dx/p] satisfait lapropriete //) de |2.2| Supposons dans un premier 
temps X irreductible. D'apres IICar06ar ^.3 .1], il existe un diagramme commutatif de la forme 



Y ^X ^7 

\b \a 1/ 

Y ^X ^T, 

oil / est un morphisme propre et lisse de V-schemas formels lisses, le carre de gauche est cartesien, X 
est un ^-schema integre et lisse, u est une immersion fermee, et a est un morphisme projectif, surjectif, 
generiquement fini et etale, tel que a^^{Tr\X) soit im diviseur a croisement normaux de X. De plus, £ est un 
facteur direct de /r+Mr~/^(£). II en resulte que 8^q^ ^£' est un facteur direct de fT+{M.I_~ff{8))®Q^ ^8' . 
Par [iCar04b> 2.1.4], on dispose de I'isomorphisme : 

/r+(Mrt/^(£))0|3^/' ^ /r+(Mrt/|(£)®|3^^/|(£'))[-^,g. 
Or, d'apres la caracterisation de I'image essentielle du foncteur ^Px^T f-^{T) + (^oi^" IICar05a[ 2.5.10]), 
il existe des F-isocristaux E et E' sur Y surconvergents le long de a~^{TriX) tels que, ffir~/7-(£) 
sPx^?,/-i(7'),+ (^)' ^ sPx^5',/-i(r),+ (^')- H en decoule : 

MTlfTiml^/Tinidx/p] ^ M4/r(£)®;j^Mrt/|(£')[J^/^] 



Ainsi, 8^Q^^8'[dx/p] est un facteur direct de /r+(sp^^y j-i^j-) _^{E 'S>o^^^^ E')). Les propositions IICar06al 
6.3.4 et 6.1.3] nous permettent alors de conclure le cas oil X est irreductible. 

Passons maintenant au cas general. Comme Y est lisse, Y est la somme directe de ses composantes 
connexes Yr, pour r = l,...,N. Comme, pour tout r, les immersions Y,- ^ Y etY U sont fermees, on 
a X \ T = Y et Xr\T = Y,-, oil Xr est 1' adherence schematiqu£ de Y,- dans P. Dans un premier temps, ve- 
rifions, par recurrence sur N, la Djp('^r)Q-surcoherence de £®q^^£'. Le cas oh N = \ resulte de la pre- 
miere etape et (|e IICar06a[ 6.3.'|]- Supposons done le resultat vrai jusqu'a N — I et prouvons-le pour N. 
Comme Mr^(£®Q^ £') £®0y dispose du triangle distingue de Mayer- Vietoris (voir ||Car04bl 

2.2.16.1]) : "'■'^ "^'^ 

^^Uu...ux.^^)r^A^k,.^^')^^^^^^^^^ (3-1-1) 
D'apres IICar04bl 2.2.8 et 3.1.5] 

^r(x,u...ux._onx„(£®k,aS') ^ Mr;^(Mrl,,...^^^_,(£)®;^^M4,...,^^_, (£')). (3.1.2) 

Par hypothese de recurrence, par IICar06a[ 6.3.5] et via la stabilite de la surcoherence par MF^^, le terme de 

droite de l3.1.2l est I'y(^F)Q-surcoherent. Le terme de gauche de l3.1.1l est done !Dj,(^F)Q-surcoherent, et de 
meme pour celui du milieu. On a done termine la recurrence. 
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II en resulte que 

®r=i,...,Nwimi^,^n - (3.1.3) 

est un morphisme de Djp(^r)Q)-complexes coherents. Comme celui-ci est un isomorphisme en dehors de 
T, par IIBer96b ', ^.3.12], c'est alors aussi un isomorphisme. De^jineme, risomorphism^ l3^1.3l est valable 
en rempla9ant £®^^^£' par £ ou bien par £'. Puisque Mr^^(£®j5^^£') ^ MF^ (£)®j5^^Mr^ (£'), le 
premier cas traite (i.e., X irreductible) nous permet de conclure. 

□ 

L 

Proposition 3.2. Pourtous £ GF-Isoc^^(y,r,X/ii:) et£' GF-Isoc^^(?',r',X7^), on a £Kt£' GF-Isoc"(y x 

yj'^x xx'/K). 

Demonstration. D'apres l2. 10.21 on beneficie de 1' isomorphisme 

£^t£/ ^ (tr")Mr;,^,p'(£)|;,^^^, j'r")Mr;,^,p'^(£')[-^/p- Jp']. 

Par rCar06a', 6.3.5], ("^r'OMr^^^,/j'(£)[-t/x'], Cr'OMr^xy/?''(£')[-t/x] G -F-Isoc"ft(y x y',r'',X xX'//:). 
La proposition 13. ll nous permet de conclure. 

□ 



Proposition 3.3. On suppose CP = J". 

I 



i) Pour tous £ G F -l^oc"^^ {y J ,X / K) , £' G F-l^oc^"^ {yj\X' /K), Z^'^q £' verifie Pyjyjr ■ 



ii) Si Y nY' est lisse, en notant X" V adherence deY r\Y' dans P, alors 

L 



E.(^l^E'[dY+dY'-dYn¥'-dp] G F-Isoc"(T,r ur',x7^). 



D^onstration. La premiere assertion resulte de IICar06al 6. 1.3], de l3.2l et de I'isomorphisme 8' (£KI^£') 
^®^Q^^^'[-dp\, ou 5 : T y X y designe 1' immersion fermee diagonale. 

Traitons a present la seconde. Soient G (resp. G') un f -isocristal convergent sur Y (resp. Y') tel que 
sPy^u + (^) — ^ '^l^ (resp. sp^/^j^/ _|_(G') — £'[il'). On note respectivement G et G' les F-isocristaux 
convergents sur Y r\U' etY' r\U induits par G et G' . Par llCarOSal 4.1.8], 



£|iinil' — > spyn[|,^yny/ _^(G)[Jynf/'/y]) £'|ilnil' — > spy/pj/^y^y/ _^(G')[Jy/nc//y' 



II en decoule 



1233]") 



spyny'-^unu',+ {G®G') [-dy - dy + <iyny' + dunu'] ■ (3.3.1) 



Ainsi, comme Jj/nf/' = dp, £(X'q^ ^£'[<iy + <iy' — t/yny' — '^p] satisfait la condition de |2.2|i| La seconde condi- 
tion resulte de la premiere assertion que Ton a prouvee. 

□ 

Notations 3.4. Soit Y un ^-schema separe, lisse, integre. 

• Conformement aux notations de IICar06d[ 1.4.3], soit (}'a)aeA un recouvrement fini de Y par des ouverts 
affines et, pour tout a G A, soient un V-schema formel faible propre et lisse, Xa. un sous-schema ferme de 
Pa et Tot un diviseur de P^ tel que Ya=Xa\ Ta (on peut toujours en construire grace a IIElk73l ). 

Pour tous (X,P,Y G A, on note p"'^ : Pa x § Pp — > PjJ et p"'^ : x § Pp — > Pp les projections canoniques, 
X(3(p I'adherence schematique de Fa HFp dans Pa x Pp, Pap = Pi''^~H^a) U p^'^^H^p). meme, on note Xapy 
r adherence schematique de YaPiY^HYy dans Pa x Pp x Py et Papy 1^ reunion des images inverses de Pa, Pp et 
Ty par les projections de Pa x Pp x Py sur Pa, Pp et Py . 
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Pour tous a, P, Y G A, soient Y^^ et Y^^^ des V-schemas formels faibles affines et lisses relevant respecti- 
vement F„ n Fp et Y^nY^n Yy, soient jf : - yI jf : Fjp - Fp^ : F^p^ ^ Fjp, j^p : Fjp^ ^ Fp^ et 
jOPy . yj^^ ^ des relevements des immersions canoniques ouvertes. 

• D'apres IICar06a[ 6.4.3.b)], on beneficie des foncteurs de la forme : 

jf* :=Mr;_^^o(tr„p)opf : F-isoc"(y„,ra,x„//:)^F-isoc"(y„xyp,r„p,x„p//:), 

jf* ■.=m:l^^ o (^r„p) opf : F-Isoc"(yp,rp,Xp//:) ^F-Isoc"(T„ x y^,Ta^,Xa^/K), etc. (3.4.1) 

• On designe par f -Isoc^^(F, {Ya,'J'a,Ta,Xa)aeA/K), la categorie definie dans IICar06dl 1.1.2]. Celle- 
ci ne depend que de F et se note alors F-lsoc^^ [Y /K) (voir ||Car06d[ 2.2.4]). Ses elements sont appeles 
« f -isocristaux surcoherents sur F ». 

3.5. On garde les notations de[331 Soient £ = ((£a)aeA, (9ap)a,peA), £' = ((£a)aeA, (9ap)a,|3eA) deux ele- 
ments de F-Isoc"(F, {Ya,'Pa,Ta ,Xa)aeA/K). On definit leur produit tensoriel £ (^Or £' de la maniere sui- 
vante. 

D'apres im '■= ^a^^l^^p Q^'ai^Xa/pJ ^ ^-Isoc^^(J'a> Ta,Xa/K). Comme le produit tensoriel commute 
aux images inverses extraordinaires (a un decalage pres) ainsi qu'aux foncteurs cohomologiques locaux a 
support strict dans un sous-schema ferme, on obtient, avec les notations 13.4.11 les isomorphismes verticaux 
du diagramme ci-apres : 

.ap*/p sl^t •aP*^c/^^J i ^aP®^ap .ap*/p xjit •aP*^c/\r^ 1 

J2 (Sp)®0a.„x^p,Q-/2 (£p)feap//^aXTp] ^Jl i^c)^ Oy^^y^.^J I (£a) fe„p/PaX ^p] 

qui nous permet de construire par commutativite I'isomorphisme Sap : jf*{3'p) ——>■ jf*{3^a)- Par transi- 
tivite des isomorphismes verticaux de 13.5.11 les isomorphismes Sap satisfont a la condition de cocycle. On 
note alors £ £' := ((9"a)a£A, (6ap)a,peA) I'objet de F-Isoc't(F, {Ya,'?a,Ta,Xa)aeA/K) ainsi construit. 

On verifie que la construction de E.(E>Oy ^' depend pas, a isomorphisme canonique pres, du choix de 
(Ya, J'a, Ta,Xa)aeA- On obtient ainsi le bifoncteur produit tensoriel : 

-0Or- : i^-Isoc"(F//«:) xF-Isoc"(F//«:) ^F-Isoc"(F/i^) (3.5.2) 

Par IICar06dl 2.2.4], on en deduit aussitot la construction de ce bifoncteur — (JDoj, — au cas ou F n'est pas 
integre, i.e., F est un A:-schema separe et lisse. 

3.6. Soit b : Y' Y un morphisme de /:-schemas separes, lisses, integres. Soit {Ya)aeA un recouvrement 
fini de F par des ouverts affines et, pour tout a € A, soient Pa un V-schema formel faible propre et lisse, Xa 
un sous-schema ferme de Pet et Ta un diviseur de Pa tel que Ya=Xa\ Ta- On reprend alors les notations de 
13.41 On procede de meme pour Y' en rajoutant des primes. En outre, quitte a augmenter A, on peut choisir le 
recouvrement fini iY^,)aieA' d'ouverts affines de F' tel que A = A' et F^ C b^^ija)- On note alors ba'-Ya^ Ya 
et ^Q(p : F^ n Fp ^ Fa n Fp les morphismes induits. Quitte a utiliser 'J''^ x on peut en outre supposer que 
ba se prolonge en un morphisme fa'-'^'a^'^a- On ecrit alors /^p = /a x /p : ^'[^ x ^Pp ^ Tct x yp. Comme 
pourlSU on note Z;* := Mil, ° ("Tk) °/a et ^^p := M^, o {^T') of.. 

Soit £ = ((£a)aeA,(eap)a,peA) G^-Isoc"(F, iYa,ya,Ta,Xa)aeA/K). On pose £'„ :=^;(£a). On definit 
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risomorphisme canonique Q'^^ : — — > /i"'^*(£'a) 1^ diagramme commutatif ci-dessous : 



zap* , 



./ap*/p/ X 



(3.6.1) 



, * .aB* / p N ""P , ^ .ap* / p X 
^ap^2 (£p)— ^^apil 

ou les isomorphismes verticaux decoulent de la commutation a la composition des images inverses (de la 
forme [3ATI ). Par transitivite de ceux-ci, les isomorphismes Q'^^ satisfont a la condition de cocycle. D'oti 

b*{E) := ((£a)aeA,(6ap)a.peA) G f -Isoc^'''(F', {Y^,'?'^,T^,X^)aeA/K). Comme la construction est indepen- 
dante a isomorphisme canonique pres des choix de (^a, J'a,7a5^a)aeA et {Y^,'P'^,T^,X^)aeA, on a ainsi 
construit un foncteur b* : F-lsoc'''' {Y /K) F-Isoc^\Y' /K). 

Par IICar06dl 2.2.4], on etend la construction de ce foncteur b* au cas ou Y et 7' sont seulement des 
fc-schemas separes et lisses. 



3.7. Soient Y, Y' deux ^-schemas separes et lisses, p\ : Y xY' —^ Y et p2 : Y xY' ^ Y' les projections 
canoniques. Pour tous £ G F -Isoc"^"^ {Y / K) , £' G F-lsoc'''^ (Y' /K), on pose £ K £' := p*(£) ® pHE.'). On 
dispose ainsi d'un bifoncteur canonique, dit de produit tensoriel exteme, 

- M- : F-\soc^\Y /K) X F-\soc^\y' /K) F-Isoc^''"(F x Y'/K). (3.7.1) 



4. Commutation de sp^ aux produits tensoriels 

4.1. Soient P\ P'^ deux V-schemas formels faibles lisses et separes, T (resp. T') un diviseur de P (resp. P'), 
W (resp. f/'^) I'ouvert de P^ (resp. P'^) complementaire de T (resp. T'), j : "—f P^ (resp. / : U'^ ^ P'^) 
I'immersion ouverte et v : Y^ (resp. v' : Y'''' ^ U"') une immersion fermee de V-schemas formels 
faibles. On suppose en outre Y^ et Y'^ affines et lisses. On designe par X (resp. X') I'adherence schematique 
de Y (resp. Y') dans P (resp. P'). On note P"^ := x P'^, U""" := x U'\ T" le diviseur reduit de P" 
d'espace topologique P" \ U", F"^ := Y^ x Y'\ b : Y"^ et b' : F"^ ^ Y'^ les projections canoniques. 

Soient £■ G F-Isoc'^(F//r) etS' G F-Isoc'^(F'/iC'). On dispose des foncteurs canoniques Z?* :F-Isoc^(F/i«:) 
F-\soc\Y"/K) et b'* : F-Isoc'^ (FViT) F-Isoc\Y"/K) (voir IIBer96al 2.3.6] et IICar06d[ 1.4.1])). Le pro- 
duit tensoriel exteme de E et E' est defini en posant EME' := b*{E) ®b'*{E'). 

4.2. Avec les notations de 14.11 soit pyx : P-Isoc^(F/iC') F-lsoc^{Y,X/K) le foncteur restriction. Celui- 
ci commute aux produits tensoriels. En effet, choisissons une immersion fermee F'^ ^ . Notons pi : 
pt X F"^ P'' et p2 : P^ X W'^ — > W'^ les projections canoniques, pi^K fit P2.K les morphismes induits sur 
les fibres generiques (en tant qu'espaces analytiques rigides) de leur complete p-adique. Le foncteur p\ 
(resp. P2 £) induit I'identite de P-Isoc^(F,X//r) (resp. Py,x)- On voit ainsi que le foncteur Py,x commute aux 
produits tensoriels respectifs. En particulier, lorsque X = F, le foncteur py y (ou « P-isocristaux convergents 
associes ») commute aux produits tensoriels (internes ou externes). 

Proposition 4.3. Avec les notations 14. J [ on dispose d'un isomorphisme canonique 

sPy"t^f/"t,r'+(^^^') ^Py^-^u^ ,T+iE)^' spyn^un j'^iE') . (4.3.1) 

Demonstration. Designons respectivement par E et E' les P-isocristaux convergents sur F et Y' induits par E 
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et E' . Via IICar06a[ 5.2.4] (et |4.2| pour le dernier isomorphisme), on beneficie des isomorphismes canoniques : 

SPyt.^(/t 7- , (£')Kl'''spy,t^[//t 7-/ , (S')!-^" Spyt^j/t 7- , (£')|ilKl"''spy,t^(//t 7-/ , (S')!^' 

' _ L _ ' 

^ SPy^y + (£)KTsp^,^^,^^(£/) 

1230] ' ^ 

spy"t^c/"t,r'+(^^^')l^" ^ spy„^j^„ ^(fKFO- 
D'apres nCarOaai 7.2.4] etO les deux termes de 14311 sont done dans F-Isoc^''"(a'", r",X xX'/K). On 
conclut alors par pleine fidelite du foncteur [il" : F-lsoc'^^'J'" ,T" ,X x X'/K) F-lsoc'^^ii" ,Y" /K) (voir 
IICar06al 6.5.2]). □ 

Notations 4.4. Avec les notations de 14.11 on suppose de plus = P'^ et 7 n 7' lisse. Comme Y HY' est 
affine et lisse (car P est separe), il existe grace a EMk (voir IIElk73l ) un V-schema formel faible affine et 
lisse le relevant. On note abusivement Y^ n Y'^ un de ces relevements. On choisit de plus i :Y^ n Y'^ Y^, 
i' : Y^ n Y'^ F't et F"!" n Y'^ ^ n U'^ (la notation U''^ n U'^ n'est pas abusive puisqu'il s'agit d'une 
intersection d'ouverts de P^) des relevements des inclusions respectives canoniques F n F' C F, F n F' C F' 
etFnF' Ct/nf/'. On dispose par rBer96a', 2.3.6] (voir aussi IICar06d . 1.4.1] et [Ber96a' 2.5.6]) des foncteurs 
f :F-Isoc^(F/7i:) -Isoc^(FnF7i«:) et /'* : F-Isoc''"(F77S:) ^7^-Isoc"^(FnF7ii:). On pose alors := 
i*{E) (g) i'*{E'), le produit tensoriel de droite etant le produit tensoriel usuel dans F-Isoc^(F n Y' /K). 

Proposition 4.5. Avec les notations de \4.1\ on suppose de plus P^ = P'^ . 

i) Le complexe spY'''^u\T+{^)®Op q^P¥'*^u''Kt'+{^') yerifie PyjuT' (voir \2.11v . 

ii) Si F n F' est lisse (e.g., Y = Y'), avec les notations de \4.4[ on dispose alors de V isomorphisme cano- 
nique : 

spytny/t,_^f/tn;7't,rur,+ (^ ) — ^ sPyt^j/t,r+(£')(8)oj, ^spy/t^y/t 7-/+(£' )[dY + dy - dynr' - dp]. 

(4.5.1) 

Demonstration. De fafon similaire a la preuve de I4.3[ cela decoule de P Car06al 5.2.4], 12.13.11 IICar06al 
7.2.4],[33]etde la pleine fidelite du foncteur \iinii' : F-lsoc'^'^ {"PJUT' ,X /K) ^ F-lsoc'^^!dn!d' ,Y DY' /K), 
oil X est r adherence de F n F' dans P. □ 

4.6. Reprenons les notations de l3.6l Rappelons que d'apres IICar06dl 1.1.4] et avec les notations de IICar06dl 
1.4.4], on dispose d'une equivalence de categories F-Isoc^(F/A') — > F-Isoc^(F, (Ya,Pa,Ta,Xa)aeA/K). 
Solent E G F-Isoc''"(F/i^) et ((£a)aeA, (Tlap)a,p£A) I'element de F-Isoc"^( F, {Ya,Pl ,Ta,Xa)a^A/K) corres- 
pondant. La famille {b'^{Ea))aeA (calcule via des relevements de ba ■ voir IICar06dl 1.4.1]) est munie d'une 
structure canonique de recollement induite par (ilap)a,pGA- L'objet de F-Isoc^(FY^) correspondant est 
I'image inverse par b de E, notee b*{E). On obtient ainsi le foncteur b* : F-\^oc\Y/K) F-l^oc"^ {Y' /K). 
Comme d'habitude, on peut etendre ce foncteur au cas d'un morphisme : F' ^ F de /:-schemas separes et 
lisses. 

Posons Ua '.= Pa \ Ta, U^^ := Pa X Pp \ r„p et fixons F^ Ua, F^p U^^ des relevements respectifs de 
C Ua, Fo(p C Ua^. Et de meme pour Y' en rajoutant des primes. Nous avons construit au cours de la preuve 
IICar06dl 1.4.5], un foncteur 

spy+ : P-W(F, (F„,P^,r„,X„)„eA//:)^P-Isoc"(F, (F„,T„,r„ )-^a)aeA/-^) 
defini par ((£'a)aeA, (Tlap)a,peA) ^ ((£a)a£A, (9ap)a,p£A)> oil, pour tous a,P G A, £ 
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et Sap est I'isomorphisme j2^*{&p) 7i''^*(£a) defini via le diagramme commutatif : 

jf*(^^yhu;,,jm ^ .yf*(sp^^^^^^^(£„)) (4.6.1) 

^ap^%-'aP'+ 

les isomorphismes verticaux decoulant de IICar06al 5.2.3 et 5.2.6]. Comme les isomorphismes verticaux sont 
transitifs et sont compatibles aux morphismes de recollement (ceux de la forme IICar06dl 1.4.2] ou fCar05al 
2. 1. 10]) respectifs (par pleinement fidelite il suffit de le voir en dehors du diviseur, ce qui decoule de [iCar05al 
2.4.6] et IICar06al 5.2.4]), les 6„p verifient ainsi la condition de cocyle. 

Ce foncteur induit I'equivalence de categories : spy^ : F-lsoc^ {Y /K) = f -Isoc'^^(y/A'). 

Proposition 4.7. Soitb ; F' — > F un morphisme de k-schemas separes etlisses. Pour toutE G F-Isoc' (F /K), 
on beneficie d'un isomorphisme canonique Z?*spy _,_(£') ^—^ spy/^Z7*(£') fonctoriel en E. 

Demonstration. On se ramene aussitot au cas oii Y et Y' sont integres. Avec les notations de 14.61 soit 
{{Ea)aeA, (Tlap)a,pGA) I'element de F-Isoc"''(F, (Fa 

;^d; ^a5^a)aeA/^) associe a E. On dispose de la famille 
d' isomorphismes : ^a(spj,t^j;T ^(£'a)) ^Vy'^-^^u''' t' +^^'a.iEa))- Comme ce genre d' isomorphismes 
(de commutation de sp_|_ a 1' image inverse) est transitif pour la composition des morphismes et commute aux 
isomorphismes de recollement respectifs (ceux de la forme [Car06d. 1.4.2] ou IICar05ai 2.1.10]), cette famille 
d' isomorphismes est done munie d'une donnee de recollement canonique induite par la donnee (ilap)a.peA- 
On obtient alors par recollement I'isomorphisme recherche. □ 

Proposition 4.8. SoientY un k-schema separe etlisse, E,E' e F-lsoc'' (Y /K). Avec les notations [3321 on 
dispose alors de V isomorphisme canonique : 

spy_^(£)®OKSPy+(£') ^ s^Y+{E®E'). 

Demonstration. II ne coute rien de supposer F et Y' integres. Reprenons alors les notations de l4.6l (avec b = 
Id). Soient ((£'a)aeA, (Tlap)a,pGA), ((^a)aeA, (Tl'„p)a,peA) les elements de F-Isoc'(F, {Ya,PLTa,^a)aeA/K) 
associes respectivement a £ et E' . D'apres lTTl on dispose dans F-Isoc^^(ya,ra,Xa/A') de I'isomorphisme 
canonique : 

'P>^-[/^T„,+('^«®'^«) ^ ^Prj-f/ir„,+('^«)®k„,o'PFj-c/cE,T„,+ (^«)fea/Pa]- (4-8.1) 
Or, on verifie par construction (voir l3.5.T] et l4.6. il l que le terme de gauche (resp. de droite) de 14. 8.1 l est muni 
d'une donnee canonique de recollement et se recolle en spy_|_(£' ® £') (resp. spy^(£') <^q^ spy_|_ (£"')). De 
plus, 1 ' isomorphisme |48?T] commute aux donnees de recollement respectives. □ 

Proposition 4.9. Soient Y, Y' deux k-schemas separes et lisses, E G F-Isoc''^(F/i<:), £" G f -Isoc''^(F7^)- 
Avec les notations \3.7.1[ on beneficie alors de I'isomorphisme canonique : 

SPy+(£)Kspy,+ (£') ^ Spy^y,4EME'). 

Demonstration. Cela resulte de l4.7l et l4.8l □ 



5. Stabilite de la devissabilite par produits tensoriels 

Theoreme 5. 1. Soient T un V-schema formel propre et lisse, £, £' G F-LD^ q^i'^'D^y), Y et Y' deux sous- 
schemas de P. 

L . 

Si £ (resp. E.') se devisse en F -isocristaux surconvergents sur Y (resp. Y'), alors £00^ ^£' se devisse en 
F -isocristaux surconvergents sur Y n F'. 
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Demonstration. Avec IICar06dl 3.2.15], il ne coute rien de supposer qu'il existe des diviseuis T et T' de P 
tels que Y = Y \T ,Y' = Y' \T , ouY &tY sont respectivement 1' adherence de Y et Y' dans P. Par IICar06dl 
3.2.7], on se ramene alors au cas oii Y est lisse et £ € F-\?,oc^'^ {Y /K). ^ nouveau via | Car06dl 3.2.7], on 
peut en outre supposer Y' lisse et £' G F-Isoc"(F7i«:). Grace a lSlTil) . £0^5^ £' G F-Dl5g^(DjpC''r U T%). 
On conclut alors via EEOMl 3.2.16 et 3.2.24]. □ 

5.2. Dans la suite de cette section, nous conserverons les notations suivantes : soient !P un V-schema for- 
mel propre et Usse, T un diviseur de P et il := T\ T. La sous-categorie pleine de F -D^^^^{'Dy{} T)iq) (resp. 

F-LDq qc(''I'y^(r))) des F-I)3p(^r)(Q-complexes devissables en F-isocristaux surconvergents est note, d'apres 

nCar06al 8.1.1] (resp. nCar06dl 3.2.19]), F-D^,^(Djp(tr)Q) (resp. F-LD^^.^(^$5^(r))). 

Deplus, avec IICar06b[ 2.1.2], on designe par F-D^^^{Dj,{^T)q), la sous-categorie pleine de F-D^^^^CDtpl^ T)q) 
formee des F-Dtp j^-complexes holonomes. 

Lemme 5.3. On suppose P de dimension au plus 1. Soit £ G F-D^^^{DtpC'T)Q). II existe un diviseur T' D T 
de P tel que les espaces de cohomologie de £(^r') soient des F-isocristaux surconvergents sur P \ T', i.e., 
soient 0'j>('T')Q-coherents. 

Demonstration. Comme P est somme de ses composantes irreductibles, on se ramene aussitot au cas oil P 
est integre de dimension 1 (le cas oil P est de dimension nulle est trivial, les diviseurs T et T' etant d'ailleurs 
vides). Cela decoule alors de IICar06bl 2.2.17] et iCar06bl 2.3.3]. □ 

Theoreme 5.4. Si P est de dimension au plus 1 alors 

F-D',,^iVU'^T)Q)=F-DUvl,CT)Q). 

Demonstration. Soit £ G F-Dl^^{'D^pC^T)Q). Verifions alors que £ G F-D^.^(TiI,{^T)q). Par[531 il existe 
un diviseur T' D T tel que les espaces de cohomologie de £(^7') soient des F-isocristaux surconvergents 
sur P\ r'. En choisissant u :7' un relevement de I'immersion fermee canonique T' ^ P, on obtient le 
triangle de localisation (voir ||Ber02[ 5.3.6] ou plus explicitement ||Car04b[ 2.2]) : 

m+m'(£) ^ £ ^ £(^r') ^ m+m'(£)[1], (5.4.1) 

oil les espaces de cohomologie de £(^r') sont des F-isocristaux surconvergents sur Y' et ou ceux de m'(£) 
sont des F-isocristaux convergents sur Y n T'. Ainsi £ G F-D^^^{T>^pC'T)q). La reciproque resulte par devis- 
sage de I'holonomie des F-isocristaux surconvergents sur les courbes lisses (voir IICar06bl 4]). □ 

Les deux precedents theoremes donnent le corollaire suivant : 

COROLLAIRE 5.5. On suppose P de dimension au plus 1. Alors, pour tous £,3" G F-D^^i{'DI,('T)q), 
S^o,(tr)/eF-Dti(DU'r)Q). 

Rappelons la conjecture de liCar06d[ 3.2.25.1)] : 

Conjecture 5.6. Soit Y un ^-schema separe et lisse. Pour tout F-isocristal surconvergent sur Y, spy^(F) 
est un F-Dy-module arithmetique surholonome (la notion de F-Dy-module arithmetique surholonome a ete 
definie dans IICar05bi 3.13]). 

Remarques 5.7. Via les travaux de Kedlaya (voir liKedal . IIKedbll ). il est raisonnable de penser que la « conjec- 
ture de monodromie generiquement finie » (terminologie de Shiho et Tsuzuki, voir liShi02il et IITsu02ll ) 
ou « conjecture de reduction semi-stable » (terminologie de Kedlaya liKed0 31) est sur le point d'etre eta- 
blie. Comme pour la preuve de la surholonomie des F-isocristaux surconvergents unites (voir IICar04al et 
IICar05bll ). cette conjecture devrait impliquer l5.6l Notons que les travaux de IICar06cl vont dans ce sens. 
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Theoreme 5.8. Soient Y un sous-schema ferme deP\T. 

Si la conjecture \5. 61 est exacte, alors on dispose d'un foncteur canonique dit de produit tensoriel, 

: F-D\,^U'^Y)^F-dl,,U'^y)^F-D\,^U'^Y). (5.8.1) 

Demonstration. Designons par X 1' adherence schematique de Y dans P, par F-<tyj^ la sous-categorie 

pleine de i^-£>suAoi(^T,Q) ^es complexes £ verifiant (^X)(£) = et MrJ^(£) = 0. 

D'apres IICar06dl 3.2.26.1)], la conjecture ES] implique I'egalite F-D^.^(I>3p(^7')Q) = ^-■Dsurhol(^F)■ 
Avec|5?T] on en deduit le foncteur 

Pour construire —®q^ — il s'agit maintenant de verifier que ceux-ci ne dependent pas du choix de (J", T,X). 

Faisons done un second choix : soient un V-schema formel propre et lisse, T un diviseur de P, et il 
I'ouvert de 7 complementaire A&T,Y^IJ une immersion fermee etZ 1' adherence respective de Y dans P. 
Quitte comme d' habitude a utiliser J" x T, on peut supposer qu'il existe un morphisme T — > T. On dispose 
alors du diagramme commutatif a isomorphisme canonique pres : 



L.,. 



F-(t± - ^ X F-€+ ^ F-(t± - 



V,T,X T.T.X V,T,X 

□ 
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